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Prefacio

P. Henrici da una definicién aproximada del Anélisis Numérico como “la teoria
de los métodos constructivos en Andlisis Matemdtico” , haciendo un especial énfasis
en la palabra “constructivos”. Durante mucho tiempo, las matematicas fueron to-
talmente constructivas, pues su unico objetivo era llegar a la solucién de problemas
concretos. No obstante, a medida que los problemas sujetos a la investigacién ma-
temdtica crecian en alcance y generalidad, los matematicos fueron interesdandose,
cada vez més, por cuestiones como la existencia, unicidad y propiedades cualitati-
vas de la solucién, antes que por su construccién. Una de las causas que condujeron
a esta situacion fue la escasa capacidad de calculo que hacia inttil el diseno de algo-
ritmos constructivos de la soluciéon de problemas complejos. No obstante, cuando
parecia que las mateméaticas habian olvidado cualquier matiz constructivo, surgie-
ron los primeros ordenadores, los cuales devolvieron a los matematicos la esperanza
de poder construir las soluciones de los problemas. Fue entonces cuando nacié lo
que hoy denominamos Andlisis Numérico. Aunque muchas de las ideas bésicas
en que se apoyan las técnicas numéricas actuales se conocen desde hace tiempo,
ha sido la capacidad de calculo aportada por los ordenadores (vertiginosamente
acrecentada con el transcurso del tiempo) la que les ha dado mayor vigencia e
importancia.

El Analisis Numérico es una herramienta fundamental en el campo de las cien-
cias aplicadas que trata de disefiar métodos que aproximen, de forma eficiente, las
soluciones de problemas précticos previamente formulados matematicamente. En
la mayoria de los casos, el problema matemaético se deriva de un problema practico
en areas experimentales como la Fisica, Quimica, Biologia, Economia. .. Sobre él
se aplican, tipicamente, dos tipos de estrategias generales:

a) Se dan por supuestas algunas hip6tesis de cardcter simplificador que permi-
ten llegar a una formulacién matematica resoluble. (Asf es como se procedié
tradicionalmente, hasta que se conté con las técnicas numéricas.)

b) Se prescinde de alguna de estas hipétesis para llegar a una formulacién ma-
temdtica mas complicada, que no se puede resolver explicitamente, pero cuya
solucién puede calcularse de forma aproximada.

© Ediciones Pirdmide



14 Prefacio

Problema

. Solucién
= matematico =

Hipotesis

simplificadoras exacta

resoluble
Problema F/
=
real ST N
Problema

Sin hipétesis

- Solucién
= matematico =

no resoluble

Aunque de ninguna de las dos formas anteriores obtenemos la solucién del
problema original, a menudo resulta mas apropiado utilizar la segunda. Para ello,
se idea un algoritmo®, es decir, una secuencia finita de operaciones algebraicas y
l6gicas, que se espera produzca una solucién aproximada del problema matematico
y, en consecuencia, del fisico. La confirmacién de esta esperanza es, precisamente,
una de las principales tareas del Andlisis Numérico. En otras palabras, el come-
tido de la disciplina que nos ocupa es el disenio de métodos que conduzcan (y no
solamente de manera tedrica) a la solucién de los problemas planteados: estudiar
los algoritmos en profundidad para que se pueda saber de antemano cudles son
sus ventajas e inconvenientes, qué dificultades presentan a la hora de llevar a cabo
su programacién efectiva y seleccionar, en cada caso, el algoritmo més eficiente en
cuanto al almacenamiento de datos y al tiempo de cémputo. En definitiva, propor-
cionar métodos que permitan obtener realmente una aproximacion de la solucion
buscada y conocer, en la medida de lo posible, el grado de aproximacion entre la
solucién hallada y la real, es decir, dar una estimacion del error cometido.

simplificadoras aproximada

Este libro esté escrito tras anos de experiencia de los autores en la docencia
de asignaturas relacionadas con el Andlisis Numérico. En particular, de la asig-
natura Métodos Numéricos de los grados impartidos en la Facultad de Ciencias
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid. Asignaturas con simila-
res contenidos forman parte del curriculum de las titulaciones de Matematicas, asi
como de estudios de Ingenierfa, Ciencias experimentales, Economfa. . .

El objetivo de este manual es modesto, pero no por ello carente de importancia.
Por una parte, pretendemos proporcionar al alumno una primera toma de contacto
con las técnicas numéricas que le sirva para conocer un amplio catalogo de métodos
que aproximan las soluciones de los problemas abordados (esencialmente, ecuacio-
nes y sistemas lineales y no lineales, interpolacién, derivacién e integracién). Por
otra, se intenta cimentar una sélida base tedrica que permita conocer los limites
de validez y condiciones de aplicacion de los métodos, asi como el ulterior estudio
en profundidad de otras técnicas mas sofisticadas.

11a palabra algoritmo proviene del matemético persa Abu Jafar Mohammed ibn Musa al-
Khowarizmi, que vivié en Bagdad hacia el ano 840 d.C.
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Cada capitulo tiene una seccién de problemas de los que, alrededor de la mitad,
se resuelven con todo detalle; pensamos que la escasez de textos que incluyan una
buena cantidad de problemas resueltos en su totalidad, puede ser un valor anadido
de esta obra. En algunos problemas se recogen resultados complementarios a los
expuestos en la parte tedrica, enunciados de forma que su resolucién sea abordable.

Finalmente, destacar que en la tltima secciéon de cada capitulo se enuncian
una serie de practicas de ordenador, pensadas para ser implementadas en MATLAB.
En muchas de ellas se pide realizar programas que se podrian sustituir por un
unico comando (de hecho, en general se indica que se compare con el comando
en cuestién). Si hacemos esto es porque estamos convencidos (y la experiencia
con nuestros alumnos asi lo confirma) de que sélo cuando uno se enfrenta a la
programacion efectiva de los métodos es capaz de entenderlos en profundidad. En
las direcciones de internet

http://www.mat.ucm.es/~infante o  http://www.mat.ucm.es/~jrey

pueden encontrarse programas que resuelven algunas de las précticas y serviran
de ayuda, eventualmente, para resolver otras.

Tras la aparicién de esta obra en 1999, en las sucesivas ediciones de la misma
se han ido introduciendo diversos cambios que han afectado a la organizacion de
algunas secciones y han servido para clarificar conceptos y simplificar demostra-
ciones; también se ha ampliado la coleccién de problemas y préacticas y se ha ido
adaptando el ultimo capitulo a las versiones de MATLAB vigentes en cada momento.
En esta sexta edicién se han precisado varios enunciados de observaciones y teore-
mas, se ha intensificado la simplificacién de demostraciones, se han actualizado y
anadido nuevas referencias bibliograficas y se han corregido las erratas detectadas.
Ademis, se ha ampliado y ajustado la introduccion a MATLAB del ultimo capitulo
de acuerdo con la version R2021a de dicho programa.
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]. Analisis de errores

1.1. Introduccion

El Analisis Numérico es una disciplina que contempla el desarrollo y evaluacién
de métodos para calcular, a partir de ciertos datos numéricos, los resultados re-
queridos. Se puede pensar el problema que se quiere resolver como una aplicaciéon
f que transforma datos x en resultados y; los datos constituyen la informacion
de entrada, los resultados requeridos son la informacion de salida y el método de
célculo se conoce como algoritmo. Los ingredientes esenciales en un problema de
Anélisis Numérico pueden resumirse, pues, en el siguiente diagrama:

Datos Resultados
Algori
(entrada) = = (salida)

A modo de ejemplo, podemos pensar en el problema de hallar +/17. En este
caso, z = 17 es el dato, f la funcién raiz cuadrada e y = /17 el resultado deseado.
Como algoritmo de cdlculo podemos construir, para A = 17, la sucesion

{)30:)\

1 A
xn:(xn_l—i— ),nGN,
2 Tp—1

cuyo limite es v/A (compruébese), parando en un valor de n suficientemente grande.

Con bastante frecuencia nos encontramos con distintos algoritmos para cons-
truir la informacién de salida que se requiere. Asi, volviendo al ejemplo anterior,
para aproximar el nimero /17 podemos utilizar también el algoritmo que se ob-
tiene al hacer un desarrollo de Taylor de orden 2 de la funcién raiz cuadrada

VoAt (- a) - ——(z—a)?
2y/a 8va3
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18  Andlisis de errores

particularizando en x = 17 y a = 16, es decir,

1 1 2111
VIT =44 o = o0 = 0 = 4123046875,
Por tanto, para escoger entre los diversos algoritmos disponibles deben estudiarse
los aspectos tedricos que contribuiran a la eleccion del algoritmo mas adecuado a
cada caso concreto. En general, los criterios fundamentales para preferir un algorit-
mo frente a otro son la rapidez y la precision; a igualdad de precision el algoritmo
mas rapido tendra, obviamente, la preferencia. El objetivo de este capitulo es, de
hecho, el estudio de la precisién o, equivalentemente, del error. En muy pocas
ocasiones la informacién de entrada que se suministra es exacta pues se obtie-
ne, en general, mediante instrumentos de medida; como, por otra parte, tanto el
almacenamiento de los datos como el propio algoritmo de célculo introducen tam-
bién errores, la informacién de salida contendra errores que provendran de las tres
fuentes. Esquematicamente:

Errores I Errores I Errores . Errores
de entrada de almacenamiento algorftmicos | ~ | de salida

Sobre el primer tipo de errores nada podemos decir: estian relacionados con
el diseno de los aparatos de medicién o la precision de la percepcion a través de
los 6rganos sensoriales. Los otros dos tipos de errores son los que analizaremos en
este capitulo: en las dos primeras secciones se aborda el estudio de los errores de
almacenamiento y en las dos tltimas los algoritmicos.

Antes de comenzar este estudio recordemos cierta terminologia estandar en el
tratamiento de errores. El error cometido al calibrar cierta magnitud puede ser
medido bien en términos absolutos, bien en términos relativos al tamano de la
magnitud que se aproxima. Asi, si Z es una aproximacién de una cierta cantidad
z# 0y ||| es una norma (véase la definicién 2.19), entonces

[|Z2— z|| es el error absoluto

es el error relativo

cometido en la aproximacién anterior.!

1Si z = 0 se trabaja sélo con errores absolutos.
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Nimeros maquina 19

Desde el punto de vista de las aplicaciones el error relativo resulta mas rele-
vante, ya que conocer el error absoluto no es muy 1til si no se conoce la magnitud
de la cantidad que se estd midiendo. Por ejemplo, un error de 0’25 cm al deter-
minar la estatura de una persona puede ser irrelevante pero seria inaceptable en
microcirugia.

1.2. Ndameros maquina

Los problemas que aborda el Analisis Numérico se resuelven, fundamentalmen-
te, mediante la realizacién de cadenas de operaciones aritméticas (més o menos
sofisticadas) en un ordenador. Deberén, por tanto, almacenarse en la mdquina los
datos de partida (que introduciremos mediante un dispositivo de entrada, como
puede ser un teclado o la lectura de un fichero) as{ como los resultados intermedios.
Finalmente, deberdan comunicarse los resultados finales (mediante un dispositivo
de salida, como es la pantalla o la escritura en un fichero).

(dispositivo de entrada)

= [Resultados intermedios] (algoritmo)

(dispositivo de salida)

Almacenamiento

de nuimeros

En esta seccién vamos a ocuparnos del almacenamiento de los niimeros en la
méquina. Como es sabido, la capacidad de almacenamiento (la memoria) de los
ordenadores crece vertiginosamente gracias a los progresos de la electrénica pero,
por mucho que crezca, siempre sera una capacidad finita. Esto implica que ninguna
maquina es capaz de guardar ni siquiera un solo niimero irracional “completo” (las
infinitas cifras decimales de , por ejemplo). De hecho, cada niimero se representa
en el ordenador con una cantidad méxima de cifras decimales; consecuentemente,
solo se guardaran de forma exacta los niimeros que no excedan de ese maximo.

Vamos a intentar aclarar estas afirmaciones, que hemos introducido de forma un
tanto vaga. Los niimeros pueden representarse en la denominada notacion decimal
en coma flotante, que contiene la informacion relevante: signo, fraccién, signo para
el exponente y exponente. Por ejemplo, el nimero —623'45 admite, entre otras,
las siguientes representaciones en coma flotante

—623'45 4+ 0, —62'345 + 1, —6234'5 — 1, —6'2345 + 2, ...
que deben entenderse, respectivamente, como

—623/45 x 10°, —62/345 x 10', —6234'5 x 1071, —6'2345 x 10%, ...

© Ediciones Pirdmide



20 Andlisis de errores

De las infinitas representaciones posibles nos quedaremos con la tltima (denomi-
nada notacion decimal en coma flotante normalizada), que esté caracterizada por
que la fraccién es un ntmero comprendido entre 1 y 10. Es decir, la notacién
decimal en coma flotante normalizada de un ntiimero real no nulo es

tm=+FE con 1<m<10 y E € NU{0}
que se corresponde con +m x 10%~.

Observacion 1.1. A partir de ahora emplearemos, como hacen los ordenado-
res, la notacién anglosajona de punto decimal en lugar de coma decimal, aunque
seguiremos hablando de notaciéon en coma flotante. g

Los ordenadores almacenan la informacion en cantidades ingentes de posiciones
de memoria (o bits).? Estas son entes fisicos que s6lo pueden tomar los valores 0 /1,
encendido/apagado, positivo/negativo o cualquier otra dicotomia electrénicamente
viable. Es por esto por lo que no se utiliza la representacién decimal para los
nameros, sino la representacién binaria.

Observacion 1.2. El sistema binario utiliza el 2 como base, de la misma forma
que el sistema decimal utiliza el 10. Con el propésito de hacer una comparacién,
recuérdese primero cémo funciona el sistema de representacién decimal que nos
es mas familiar. Cuando escribimos el nimero 547.154 de forma mas explicita
tenemos

547.154 =5x 10 +4x 10" + 7x 10° + 1 x 107" +5 x 1072 + 4 x 107>,
La expresién del segundo miembro utiliza potencias de 10 junto con los digitos

0,1,2 3,4,5,6,7,8,0.

En el sistema binario sélo se utilizan los digitos 0 y 1. Por ejemplo,
101101 =1x22 4+ 0x 2" +1x 2041 x 27 40 x 272 +1x 275

Este ntimero real se representa como 5.625 en notacién decimal.

En general, cualquier nimero natural a > 1 puede utilizarse como base para
un sistema numérico. Los numeros representados en base « incluirdn simbolos
S0, S1, 82,--., Sa—1 (véase el problema 1.8). De esta forma, todo nidmero real z
admite una representacién en base « de la forma

== Z ckak
k=—o00 (11)
==+ ( e te ot + el F ot Fepa? + - )

2La palabra bit es la abreviatura de Binary Digit.
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