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Prefacio

1 objetivo principal de esta obra, que nace de nuestro interés docente en torno a
las técnicas de resolucién de problemas, es introducir al lector en el atractivo
y sugerente tema de los ntimeros complejos.

Los ntimeros complejos son una herramienta esencial de trabajo de diversas ra-
mas de matemaéticas puras, como el algebra y el andlisis matematico (la variable
compleja en particular), asi como de matematicas aplicadas, fisica e ingenieria. Me-
diante un amplio espectro de problemas de diferentes niveles de dificultad, la gran
mayoria no rutinarios —de ahi el titulo elegido—, el libro recorre conceptos clave
y depara una gran variedad de resultados y técnicas elementales para abordar las
diferentes situaciones que se presentan para resolverlos. Asi, a través de esta co-
lecciom el lector podra apreciar la utilidad de los ntimeros complejos y su estrecha
relaciéon con distintos temas como la geometria euclidea, la trigonometria, la reso-
luciéon de ecuaciones, la determinacion de desigualdades, igualdades y extremos o la
combinatoria, pero también con varias cuestiones de olimpiadas matematicas de di-
versos paises que siguen manteniendo y desarrollando la tradicién de la matematica
elemental, en la que se recoge la esencia de la resolucién de problemas.

El libro se compone de nueve capitulos: el primero de ellos es una breve intro-
duccion histérica a los nimeros complejos, en la que se pretende hacer hincapié
en el esfuerzo enorme que supuso su aceptacion, conceptualizacién y formalizacion,
cuyo proceso duré mas de 200 anos; el segundo capitulo contiene la relacién de
todos los enunciados de los problemas, agrupados por apartados, que componen
esta obra; en los restantes capitulos (del tercero al noveno) se muestra la resolucion
de estos problemas. En cada uno de estos siete capitulos se incide en la profundi-
zacion de los conceptos involucrados y en el manejo algebraico de lo indicado en
su correspondiente epigrafe: propiedades basicas preliminares; identidades, igualda-
des y desigualdades; raices de polinomios; resoluciéon de ecuaciones y sistemas de
ecuaciones, y correspondencia con la trigonometria y la geometria del plano.

© Ediciones Piramide 9



10 Problemas no rutinarios de nimeros complejos

Los problemas elegidos ilustran los aspectos senalados, y en su resoluciéon se
incluyen, si se considera necesario, las definiciones y resultados precisos que permiten
una formalizacion rigurosa y una comprension clara. Los dos tltimos capitulos son
més abiertos y exigen usar de manera eficaz los recursos de los capitulos anteriores,
ademas de resultados que constituyen el acervo comiin de conocimientos propios
de la matemaética elemental. A continuacion se detallan los contenidos tratados a
través de los problemas seleccionados.

El capitulo 3, que consta de cincuenta y cinco problemas (1-55), se centra en las
propiedades bésicas preliminares, como el uso de las formas binémica, trigonomé-
trica y exponencial del ntimero complejo, su representacion geométrica asociada, el
célculo y propiedades de las raices n-ésimas de la unidad, y el empleo apropiado del
moédulo y la conjugacion. También se introducen las expresiones del seno, coseno,
tangente y logaritmo de un nitimero complejo. En el caso del logaritmo, el trata-
miento es somero, pues su utilizacién y propiedades se sitiian mas propiamente en el
estudio de las funciones de variable compleja, una disciplina que no abordaremos for-
malmente, por haberla impuesto como uno de los limites del cometido de esta obra.

En el capitulo 4, que consta de cincuenta y tres problemas (56-108), se estudian
las propiedades intrinsecas de los nimeros complejos, como moédulo, producto, co-
ciente y potencia, para establecer distintas identidades, igualdades y desigualdades
propias de estos nimeros. En particular, se tratan las demostraciones de algunas
igualdades y desigualdades clasicas. Finalmente se incluyen también problemas en
los que distintas propiedades conducen a la determinaciéon de maximos y minimos
de expresiones dadas.

En el capitulo 5, que consta de cuarenta problemas (109-148), se determinan
raices de polinomios de indeterminada compleja, y propiedades de las mismas, me-
diante resolucién directa o con el uso de las relaciones de Cardano-Vieta.

En el capitulo 6, que consta de veintisiete problemas (149-175), se resuelven
ecuaciones y sistemas de ecuaciones en los que intervienen el médulo, la conjugacion
y potencias de ntiimeros complejos. El lector podré observar, especialmente después
de analizar la solucién proporcionada, que muchos de los problemas de los tltimos
cuatro capitulos se podrian haber encuadrado al mismo tiempo en varias secciones,
ya que las herramientas utilizadas son comunes a varios apartados.

En el capitulo 7, que consta de cuarenta problemas (176-215), se relacionan los
nimeros complejos con la trigonometria plana, recuperando de manera sencilla pro-
piedades conocidas de las funciones trigonométricas elementales y obteniendo otras
de mayor dificultad. La segunda parte de este capitulo se relaciona con la geome-
tria plana, tanto sintética como euclidea, caracterizando por ejemplo, facilmente y
de varios modos, que los afijos de tres nimeros complejos sean los vértices de un
tridngulo equilatero o determinando de forma concisa lugares geométricos. Aunque
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Prefacio 11

somos conscientes de que el lenguaje de los niimeros complejos describe fielmente
la geometria del plano y permite obtener de modo eficaz muchisimas de sus propie-
dades, deliberadamente se ha ofrecido solo un reducido grupo de problemas, lo que
deja abierta la puerta a un desarrollo méas exhaustivo y profundo. Este seria otro de
los limites autoimpuestos en la confeccién de esta coleccion de problemas.

El capitulo 8, que consta de cuarenta y seis problemas (216-261), presenta cues-
tiones de diversa indole que requieren un enfoque adecuado, un uso preciso de
los conceptos involucrados, y un desarrollo algebraico &4gil y apropiado. Se tratan
problemas relacionados con sucesiones recurrentes, ecuaciones funcionales, combi-
natoria, calculo de ciertas sumas y productos, curvas o divisibilidad de polinomios.
Podriamos considerar que este capitulo de miscelanea es antesala del capitulo si-
guiente, en el que se aplica la conocida maxima de que el aprendizaje de la resolucion
de problemas solo es posible resolviendo més problemas.

El capitulo 9, que consta de noventa y dos problemas (262-353), refleja el enor-
me interés de los niimeros complejos en el contexto del planteamiento de problemas
elementales, nada triviales, que surgen en foros como la IMO (Olimpiada Inter-
nacional de Mateméticas), las competiciones rumanas de mateméatica (RMC), la
olimpiada china de mateméticas e incluso olimpiadas de nivel universitario, como
la competicion Schweitzer de Hungria o la William Lowell Putnam Competition de
Estados Unidos y Canad4, entre las més importantes. Aparecen problemas, bien
propuestos, cuya resoluciéon con éxito requiere de una buena dosis de intuicion, de
esfuerzo, de atencion a todos los detalles, de notacion adecuada y de formalismo
preciso. Creemos que la incorporacion de este capitulo esta justificada por el valor
adicional de cada uno de sus problemas.

Dado que los problemas tratados cubren distintos temas de matematica elemen-
tal, la obra se dirige a un amplio ptuiblico interesado en el estudio de esta matematica
y, especialmente, en los nimeros complejos. En particular, los estudiantes de bachi-
llerato y universidad (en distintos grados de Ciencias e Ingenierias), concursantes
de olimpiadas matemaéticas y sus profesores, podrian reflexionar y forcejear con
estos problemas, que sirven ademés para desarrollar una cierta agilidad mental y
creatividad matematica. Pensamos que los problemas elegidos en este libro podrian
contribuir a subrayar la riqueza inherente a los niimeros complejos y a que ocupen
su lugar natural, no subsidiario, en las matemaéticas.

Finalmente, deseamos expresar aqui nuestro agradecimiento al profesor Salvador
Sanchez-Pedreno, de Ediciones Electolibris, por su ayuda, esfuerzo, meticulosidad
e interés en la composicién, correccion y redaccién final de la obra.

Los AUTORES
Alicante, enero de 2022
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Los nimeros complejos se emplean con asiduidad para estudiar ecuaciones con
coeficientes y variables reales. El uso de los mismos en anélisis, algebra, geo-
metria y teorfa de nimeros es tan universal que sin ellos las matemaéticas actuales
no existirian. De hecho, constituyen también una herramienta esencial de trabajo de
algunas ramas de matemaéticas aplicadas y fisica, como las ecuaciones diferenciales,
aerodinamica, hidrodinamica, electromagnetismo, mecanica cuantica, electronica o
telecomunicaciones.

A continuacién relatamos cronologicamente varias situaciones que influyeron de
forma notable en el proceso de aceptacion, conceptualizacion y formalizacion de los
nameros complejos (véase también [I0, [34] [35], entre otras referencias).

En primer lugar hemos de destacar que se tienen pocas referencias de raices cua-
dradas de ntimeros negativos en la antigiiedad. Sin embargo, un ejemplo importante
lo proporciona Heron de Alejandria en el siglo 1, a través de la obra Stereometrica,
quien en su afan de calcular de forma precisa la altura de una piramide truncada
de base cuadrada se encontrd con la expresion /81 — 144 y él o algtan escribano lo
escribié como /144 — 81, prefiriendo no darle importancia al asunto. Si partimos de
que el cambio se hizo a conciencia, podemos darnos cuenta del pavor que producia
la raiz cuadrada de un ntmero negativo. De manera anéloga, en el siglo 111, Dio-
fanto de Alejandria se encontr6 con una ecuaciéon de raices de ntimeros negativos al
intentar construir un tridngulo rectangulo con una cuerda en la que habia realizado
12 nudos equidistantes, y de manera que su area fuese de 7 unidades. En efecto, si

llamamos b a la longitud de un cateto, el otro cateto debe medir 11 (para que el

b
area sea 7) y ademas la longitud h de la hipotenusa debe cumplir h? = b2 + (174)2
(por ser un tridngulo rectangulo) y b + % + h = 12 (por tener perimetro igual a

12), por lo que se llega a la igualdad
2
196 14
Pt =(12-b— —
o= (o)

que equivale a

6b> — 43b+ 84 =0,
cuyas soluciones (no reales) sabemos que vienen dadas por

43+ /167

b 12

A este respecto, las expresiones de raices con radicando negativo aparecian, de
manera casual, al aplicar la formula bien conocida de Herén,

V's(s —a)(s = b)(s — c),

© Ediciones Piramide



16 Problemas no rutinarios de nimeros complejos

relativa al area de un triangulo de semiperimetro s = (a+ b+ ¢)/2 cuando las longi-
tudes a, b, ¢ de los tres segmentos no forman tridngulo. Mas adelante, los mate-
maticos hindies Mahavira (alrededor del afio 850) y Bhaskara (sobre el ano 1150)
precisaron que ningdn nitmero negativo es un cuadrado, en base a que asumian
firmemente la imposibilidad de la raiz cuadrada de un nimero negativo.

Por otra parte, los métodos del dlgebra conocida por los arabes se introdujeron
en Italia mediante la traduccién al latin del tratado de algebra del matemético,
astronomo y geografo persa al-Khwarizmi (780-850). Esta tarea la llevaron a cabo
especialmente Gerardo de Cremona (1114-1187) y Leonardo de Pisa (1170-1250),
conocido como Fibonacci. En 1225 un matematico local en la corte de Sicilia, re-
gentada por Federico II, propuso varios problemas a Fibonacci, que los resolvié sin
dificultad. Uno de ellos consistia en encontrar la soluciéon de la ecuaciéon de tercer
grado 2% 4 222 + 10z = 20, cuya resolucién analizaremos a continuacion.

El lector puede comprobar facilmente que la ecuacion general de tercer grado
23 +ax?+bx+c = 0 puede ser reducida a la forma més simple 3 = px + ¢ mediante
el cambio de variable z’ = x+ 3, que geométricamente significa trasladar el punto de
inflexion de la cibica al origen de coordenadas. Este cambio de variable aparece por
primera vez en dos manuscritos florentinos anénimos de finales del siglo x1v. Esta
ecuacion cibica reducida fue estudiada por Scipione Del Ferro (1465-1526), profesor
de la Universidad de Bolonia, que en su lecho de muerte le confi6 su féormula de
resolucion (inicialmente conservada como un tesoro) a su alumno Antonio Maria del
Fiore. En 1535, Fiore escuch6 que otro matematico, Niccoldo Fontana (1499-1557),
apodado Tartaglia, estaba trabajando con cierto éxito en la resolucién de la ecuacion
de tercer grado, y le desafio a una competiciéon matematica publica para resolver
problemas relacionados con la ecuacién cibica. Para su sorpresa, la noche anterior
Tartaglia redescubri6 la féormula por si mismo y gané el concurso.

Posteriormente, Tartaglia confié su formula a Gerolamo Cardano (1501-1576),
pero sin demostraciéon, y este jurdé guardarla en secreto. A su vez, Cardano fue
capaz de deducir de la formula una demostracion de la misma, y después confirméd
que Del Ferro la conocia y procedio a publicarla en el Ars Magna (1545). Cardano
menciona a Del Ferro como primer autor, y también que Tartaglia habia obtenido
dicha formula de manera independiente. A partir de la expresién numeérica dada
por la férmula utilizada para resolver z3 = pz + ¢, resulta que en el caso en que
q sea positivo puede aparecer la dificultad de tener raices cuadradas con nimeros
negativos, lo que comprobaremos a continuacién presentando el modo clasico de
resolucién de las ecuaciones ctbicas que no tienen término de grado dos. En efecto,
inicialmente se sustituye z = u + v en la expresién x> = pz + ¢ y se obtiene

23— pr = u® + 03 + 3uv(u +v) — plu+v) =q.
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Breve historia del nacimiento de los nimeros complejos 17

Si tomamos u v v tal que 3uv = p, se obtiene claramente u® 4+ v = ¢ y también

wdvd = (g)?’. Por tanto, u?(q — u?®) = (§)3 y (u?)? — q(u?) + (§)3 = 0, obteniendo

3_ 4
_—*Zt
u 2wyv

q
feg-ut=gFw,

con w = (%)2 - (%)3. En consecuencia,

m:u+v=\3/g+w+§'/g—w.

Asi, el llamado caso irreducible aparece si el radicando de

\? _ (p\?
(5) -G)
es negativo. Sin embargo, Cardano no discuti6 este caso en su obra Ars Magna.
Cardano también propuso un método, desarrollado junto con Ludovico Ferrari,
(1522-1565) para hallar las soluciones de las ecuaciones de cuarto grado. Otro de
los renombrados problemas que Cardano propuso en su Ars Magna fue expresar 10
como suma de dos nimeros de forma que el producto de ambos sea 40, es decir, am-

bos ntmeros debian satisfacer las igualdades x +y = 10 y « - y = 40, que conducian
a la ecuacion = + 4070 = 10 o, equivalentemente, 22 — 10z + 40 = 0, con solucio-

nes 5 £+ +/—15. Aunque se rechazaba la solucién, Cardano escribié explicitamente,
por primera vez y de manera simbdlica, la raiz cuadrada de un ntimero negativo,
multiplicando formalmente 5 + 1/—15 por 5 — v/—15 y obteniendo el valor 40. Por
tanto, y en consonancia con la opiniéon del matematico e historiador B. L. van der
Waerden (1903-1996), expresada en su obra History of Algebra de 1985, Cardano
fue el primero en introducir los niimeros complejos a + v/—b en el algebra, aunque
todo indica que el propio Cardano tenia serias dudas y tnicamente los manejé en
términos simbolicos.

Casi tres décadas después de la publicacion de Ars Magna, Rafael Bombelli
(1526-1572) fue el autor de una obra de tres tomos, denominada El Algebra, pu-
blicada en 1572 (con una nueva edicién en 1579), e introdujo una notaciéon para
V=1, a la que llamé pit di meno (mas menos). Aparte de estudiar lo realizado
por Cardano para la ecuacién cibica, en esta obra Bombelli hace una discusién
completa del llamado caso irreducible. En particular, consideré la ecuacién cibica
2% = 152 + 4, que mediante la formula de Cardano expuesta anteriormente conduce
a una raiz dada por la expresion

T = €/2—|—\/—121+ €/2—\/—121.
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18 Problemas no rutinarios de nimeros complejos

A su vez, Bombelli observo que x = 4 es solucion de la ctubica dada (de hecho, las
otras dos raices, —2 + v/3, son también reales). Esto le llevo a indicar, de forma
intrépida, que

V2+V—12l=a+b/—1 y {/2—V-121l=a—b/—1

debido a que sus radicandos difieren solamente en ese signo. Por tanto, manipu-
lando estas expresiones de acuerdo a las reglas establecidas para variables reales,
dedujo que

24+ v=121 = (a+bv/=1)" = a® + 3a’bv/—1 + 3ab? (vV=1)* + b* (v=1)® =
= a(a® — 3b%) + b(3a® — b*)vV/—1,

lo que le llevo a que a(a? — 3b?) = 2 y b(3a? — b?) = 11. Al considerar Ginicamente
valores enteros para a y b, resulta que a,b € {1,2} y la tnica combinacién posible
eraa=2yb=1 Asi, z =2+ +/—1+2—+/—1 = 4. Es decir, se sumaron dos
expresiones sin sentido con las reglas de los niimeros reales y, mediante un salto en
el vacio, se llegd felizmente a un nimero real que encajaba con lo preestablecido.
Ya en el siglo XvII, el matemético y filosofo René Descartes (1596-1650) publicd
tres apéndices, a modo de ensayos, a su obra Discurso del Método (1637). En el
tercero de ellos, titulado La Géométrie, en el cual describié sus ideas geométricas
aplicadas al algebra, asoci6 los entes a+bv/—1 con la imposibilidad geométrica. Fue
el primero en acunar el término imaginario y, de hecho, escribio: Para cualquier
ecuacion uno puede imaginar tantas raices como su grado sugiere, pero en muchos
casos no existe ninguna cantidad que corresponda a lo que uno imagina.
Posteriormente, Leonhard Euler (1707-1783) introdujo la actual notacion

V-1l=i

y visualizé los nimeros complejos mediante coordenadas rectangulares. Utilizo la
formula x 4 iy = r(cosf + isen ), r > 0, para observar que las raices de z" = 1,
n € N, tienen por afijos los vértices de un poligono regular de n lados de centro
el origen de coordenadas. Aunque Euler no pudo dar un fundamento totalmente
riguroso de los ntimeros complejos, fue él quien definié la exponencial compleja e?,
6 € R, y probo la identidad e = cosf + isenf. Si tomamos # = 7, se obtiene
la notable identidad €™ 4+ 1 = 0, que relaciona los cinco nimeros fundamentales:
0,1,e,m,i (véase la figura . A este respecto conviene mencionar la hoy en dia
llamada férmula de De Moivre,

(cosf +v—1sen)" = cos(nf) + vV—1sen(nd), n € N,
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Breve historia del nacimiento de los ndmeros complejos 19

Figura 1.1: Interpretacién geométrica de (1 + %)N, con N = 25. Cuando N — oo obte-
nemos e'™ = —1, que da lugar a la conocida identidad de Euler, '™ + 1 = 0, que relaciona
cinco nimeros fundamentales.

que fue establecida en la primera treintena del siglo XVIIiI por Abraham de Moivre
(1667-1754) a partir de un trabajo previo realizado por Roger Cotes (1682-1716).
Al parecer, Isaac Newton (1643-1727), amigo de Abraham de Moivre, ya conocia
esta identidad desde 1676.

Los niimeros complejos fueron ya bastante utilizados en el siglo XVIII. Por ejem-
plo, Gottfried von Leibniz (1646-1716) y Johann Bernoulli (1667-1748) los usaron
en el calculo de varias integrales y en la obtencion de algunas primitivas como la
siguiente:

1 1 1 1 1
/ dx:/ —  dr=-—— - — - | dx =
22+ a? (x + ai)(z — ai) 2ai r+ai x—ai

- _%ﬂ_ (log(z + ai) — log(x — ai)).

Aunque carente de formalismo, este tipo de razonamiento llevé a Johann Bernoulli
a expresar la funcion arco tangente (salvo constantes) en términos del logaritmo
complejo, generando asi una gran polémica sobre la existencia del logaritmo de
numeros negativos y nimeros complejos. A este respecto, tuvo lugar un acalorado
debate entre Bernoulli y Leibniz, ya que Leibniz supuso que logi = 0, debido a que
2log(—1) = log(—1)? = log1 = 0, y por tanto 2logi = logi? = log(—1) = 0. Sin

s

embargo, Bernoulli proponfa que logi = 7. La controversia la resolvié parcialmente
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20 Problemas no rutinarios de nidmeros complejos

Euler con la identidad antes indicada e™ = —1, de la que se deduce que un logaritmo
de —1 es i y, por tanto, el razonamiento de Leibniz no era correcto.

A pesar de los trabajos de Cardano, Del Ferro, Bombelli, Euler, Leibniz, Bernou-
lli..., muchos matematicos repelian o ignoraban estos nuevos niimeros, en ocasiones
catalogados como inexplicables, imposibles, imaginarios, sin sentido, incomprensi-
bles o sofisticados, en gran parte debido a que atn no se habia dado una represen-
tacion geométrica. A este respecto, John Wallis (1616-1703) present6 en 1685 una
primera representacion, que desde nuestro punto de vista fue muy importante para
desvincular por primera vez a los nimeros complejos de la recta real. En concreto,
considerd una ecuacion de segundo grado con el término independiente no negativo,
22 42bx+c? = 0, y represent6 sus raices, dadas por x = —b++/b2 — 2, del siguiente
modo: si b > ¢, se considera en el eje real el punto (—b,0) como pie de la altura de
longitud ¢ cuya base es el lado desigual del tridngulo isosceles de lados iguales de lon-
gitud b y de vértices P(—b,¢), Q1(—b— vb* —2,0) y Q2(—b+ vVb? — ¢2,0), donde
@1 y Q2 estan sobre el eje real. Si b < ¢, el tridngulo anterior no tendria sentido
(ahora los puntos anédlogos a ()1 y Q2 seguirian en los extremos del lado de lon-
gitud b, pero no tocarian la recta real) y entonces se considera el cuadrilatero de
vértices P(—b,c), P'(=b,0) y Ry, Rs, tales que PRy = PRy =by P'R1P, P'RyP
son triangulos rectangulos de hipotenusa comin PP’ (y Ry, Ry son puntos que no
estan en la recta real).

R1 R2

Pl

Figura 1.2: Construccién de Wallis.

El enorme mérito de Wallis fue representar expresiones que contenian raices
cuadradas de numeros negativos fuera del eje real, lo que constituye un precedente
al trabajo de Jean-Robert Argand (1768-1822), que public6 en 1806 un ensayo sobre
la interpretacion geométrica de cantidades imaginarias. En efecto, lo que se conoce
como diagrama de Argand es la representacion de a + bi en el plano cartesiano por
el punto de coordenadas (a,b). Anteriormente, aunque sin recibir en su dia atencion
alguna, esta fundamental representacion también la descubri6 el noruego Caspar
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