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PROLOGO

La importancia tecnolégica de los sistemas de control ha crecido de manera ver-
tiginosa en las dltimas décadas. Las razones son multiples y diversas, en particu-
lar, los extraordinarios avances (econémicos y técnicos) en sensores, actuadores, y
computo. Esta area ha sido denominada una tecnologia oculta (“hidden technology”,
Astrom), por su rol fundamental en numerosos ambitos (e.g., industrial aeroespa-
cial, generacién y distribucién de energia, robética, etc.), que al mismo tiempo per-
manece relativamente invisible al publico en general por su nivel de abstraccién y
complejidad.

Este libro presenta un tratamiento riguroso, pero al mismo tiempo informal y
accesible, de los conceptos fundamentales e ideas principales de la teoria de control.
Dado el caracter introductorio, la presentacion esta centrada en sistemas lineales,
de una entrada y una salida, donde las nociones esenciales pueden ser descriptas y
entendidas sin excesivas complicaciones matematicas.

En los dos primeros capitulos los autores desarrollan el marco teérico, con énfa-
sis en las interacciones entre modelado, simulacién, analisis y disefio, y las relacio-
nes entre las distintas representaciones de sistemas lineales (transferencia, varia-
bles de estado). El concepto fundamental de realimentacién se presenta y justifica
en el Cap. 3, junto con los diagramas clasicos de Nyquist y Bode. La perspectiva mo-
derna de las ideas centrales de estabilidad, performance, y robustez, es presentada
en Caps. 4-5 en términos de restricciones en las sensibilidades del lazo. Estas re-
aparecen en el Cap. 6, cuantificando las limitaciones fundamentales de un sistema
realimentado. Las técnicas de disefio estan basadas en loop-shaping y la parame-
trizacién de Youla, y combinan los aspectos “clasico” y “moderno”. Complementando
los desarrollos metodolégicos, varias aplicaciones de importancia practica ilustran
los distintos conceptos y herramientas técnicas. En particular, el Cap. 10 esta de-
dicado al disefio de mecanismos de control para el tratamiento de diabetes juvenil
(“pancreas artificial”) y vehiculos aéreos no tripulados (“drones”), dos areas relacio-
nadas con recientes trabajos de investigacion de los autores. Finalmente, los cuatro
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FUNDAMENTOS DEL CONTROL LINEAL ROBUSTO

apéndices proporcionan un resumen compacto de los elementos necesarios de alge-
bra lineal y analisis funcional, representaciones de sistemas, y control 6ptimo.

Es posible quizas interpretar el presente volumen como una versién (actualiza-
da, condensada y extendida) del clasico “libro naranja” Introduccion a la teoria de
control robusto [1], que tanta influencia tuvo —en la comunidad cientifica en gene-
ral, y en mi formaciéon académica en particular— al ser el primer tratado sobre el
area publicado en castellano. Es mi prediccién y anhelo que esta obra sirva como
una excelente y renovada introduccién a estos tépicos para una nueva generacién
de lectores.

Pablo A. Parrilo, PhD

Joseph and Nancy Keithley Professor
Dept. of Electrical Engineering and
Computer Science, MIT

Boston, EEUU
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PREFACIO

El objetivo de este libro es el de proveer las herramientas basicas para contro-
lar sistemas dinamicos, teniendo en cuenta varios elementos practicos. El planteo
estd basado en modelos lineales, invariantes en el tiempo (Lineal Invariante en el
Tiempo (LTT))!, de dimensién finita, Simple Entrada - Simple Salida (SISO)? y con
incertidumbre, tanto en el modelo como en las perturbaciones. Estas herramientas
serviran para el andlisis y para el disefio de controladores con una perspectiva méas
general.

A pesar de lo limitado de los modelos SISO y LTI para explicar la realidad,
ilustraremos a lo largo de estas paginas, como pueden extenderse estos resultados
al control de sistemas no lineales, con retardos de tiempo o en general, de dimensién
infinita. Es importante ademas resaltar que las herramientas que se presentan aqui
se pueden aplicar al analisis y disefio de controladores para sistemas Multiples
Entradas - Multiples Salidas (MIMO) 2.

Basado en este libro, es posible el dictado de un curso para estudiantes de Fi-
sica, Matematica o de distintas ramas de la Ingenieria, que tengan un manejo de
ecuaciones diferenciales, transformada de Laplace y sistemas dinamicos. El texto
esta armado de modo de que sea 1til para un curso inicial que presente los funda-
mentos del control automéatico. También es posible utilizar el libro para el dictado
de dos cursos mas cortos, uno basico y uno avanzado.

El curso basico reemplazaria a los cursos tradicionales de control automaético
y abarcaria los capitulos 1 al 5 inclusive y el capitulo 7. En este, ademas de las
herramientas tradicionales de diseno como el PID y la realimentacion de estados
(capitulo 3), se agregarian elementos para el analisis robusto de sistemas (capitulos
4y5).

El curso avanzado podria ser dictado a alumnos que ya hayan tomado un curso
basico de control. Este cubriria el capitulo 1 como introduccién y los capitulos 4

1Linear Time Invariant.
2Single-Input Single-Output.
3Multiple-Input Multiple-Output.
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al 9 inclusive. Este segundo curso reemplazaria las herramientas tradicionales de
disefo de controladores por los métodos de loop shaping y Youla (capitulos 8 y 9),
que ademas de tratar problemas mas complicados, pueden extenderse a modelos
MIMO.

Los objetivos del curso completo, que incluye el basico y el avanzado, y la biblio-
grafia de referencia se presentan a continuacién.

Objetivos

Introducir al estudiante al area de control automaético basado en modelos, en
este caso, LTI y SISO, expresados como funciones de transferencia y en variables
de estado. A las herramientas basicas de manejo de sistemas dinamicos y de teo-
ria de control tradicional, se agregaran resultados mas generales que sirven pa-
ra entender las dificultades que se encuentran en muchas aplicaciones practicas.
Se enfocara sobre temas fundamentales que permiten entender en profundidad un
sistema de control: las limitaciones de la realimentacién, la incertidumbre en los
modelos, la robustez de los disefnos. Se presentaran técnicas sistematicas de dise-
fio como la parametrizacién de Youla y el Loop shaping®*, que permiten resolver
problemas mas complejos (y practicos) que los encontrados en textos tradiciona-
les. Todas las técnicas de este curso se daran para modelos SISO, pero podran ser
extendidas a modelos MIMO. Asimismo, se prestara atencién también a los aspec-
tos numérico-computacionales para resolver las condiciones de anaélisis y diseiio de
controles, siendo la computadora una herramienta fundamental. De este modo el
estudiante interesado en especializarse en el area de control recibira un material
util para tratar con sistemas mas complejos y realistas. En particular, el Capitulo
10 presenta dos ejemplos practicos totalmente desarrollados mediante las técnicas
presentadas en el libro. Este curso sera un paso previo fundamental para cursos de
control mas avanzados (no lineal, robusto, conmutado) y/o para estudiantes intere-
sados en temas de investigacién en esta area. Finalmente, cuenta con un grupo de
apéndices que permiten profundizar las herramientas matematicas que sustentan
la teoria presentada aqui, asi como extensiones naturales de esta, como es el caso
del control 6ptimo tradicional.

La siguiente bibliografia servira para profundizar y expandir los temas aqui
tratados.

4A falta de una buena traduccién al castellano, se deja la denominacién utilizada internacional-
mente.
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SIGLAS Y NOTACION

A continuacion se detalla una lista de las siglas y la notacién utilizada a lo largo
del texto.

Siglas

E/S Entrada/Salida

ER Estabilidad robusta

HiL. Hardware-in-the-loop

LFT Transformacion Lineal Fraccional
LQR Regulador Lineal Cuadratico

LTI Lineal Invariante en el Tiempo

mcd Maximo comun divisor

MIMO Mudltiples Entradas - Miultiples Salidas
ODE Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
PDE Ecuaciones en Derivadas Parciales
PID Proporcional Integral Derivativo

PN Performance nominal

PR Performance robusta

17



FUNDAMENTOS DEL CONTROL LINEAL ROBUSTO

SISO Simple Entrada - Simple Salida

SVD

Descomposicién en valores singulares

Notacion

F(a,b): Transformacién Lineal Fraccional (LFT) superior entre a y b
Fy(a,b): LFT inferior entre a y b

Se utilizaran mintdsculas para representar los modelos SISO, e.g. g(s), salvo el
caso de las sensibilidades del modelo realimentado, T'(s) y S(s) (introducidas
en el Capitulo IV).

Modelos representados como funciones de transferencia o variables de estado:
A | B
C|D

{ x(t) = Ax(¢) + Bu(¢)

y(#)=Cx(t) + Du(t)

CGsI-A)Y'B+D=

g(s)

R.: Numeros reales estrictamente positivos.

C_ (C_): semiplano izquierdo abierto (cerrado) del plano complejo C

C, (C,) : semiplano derecho abierto (cerrado) del plano complejo C

#1: espacio de funciones integrables (sistemas Entrada/Salida (E/S) estables)
%o espacio de funciones de energia finita

“Zoo: espacio de funciones de magnitud acotada

6(t): Impulso unitario (delta de Dirac)

1(¢): Escalon unitario (funcién de Heaviside)
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CAPiTULO |
PLANTEO CONCEPTUAL

En este capitulo se dara un planteo general del problema de control desde un
punto de vista conceptual y se ilustraran las distintas etapas de resolucion de un
problema a través de un ejemplo. Asimismo se enfocara desde una perspectiva his-
torica, los avances y tematicas que estaran presentes en este libro.

A. Fases del problema de control

Existen diferentes etapas en la resolucién de un problema de control automati-
co, es decir, de un sistema que controle ciertas variables de un determinado proceso
dindmico para cumplir un objetivo. De todas ellas, se pueden distinguir tres fases
claramente diferenciadas: teoria, simulacién y experimentacion. A su vez, cada una
de estas fases esta relacionada con el problema de disefio, andlisis e implementa-
cion, respectivamente (ver figura 1.1). Cada etapa se enfoca a la resolucién de un
aspecto particular del problema y en consecuencia las técnicas seran diferentes,
aunque igualmente importantes. Para detallar mejor este planteo abstracto inicial,
describiremos brevemente a qué nos referimos.

1. Experimento

La fase experimental trata directamente con el proceso dindmico (fisico, biol6-
gico, econémico...) a controlar. Las disciplinas involucradas dependeran del tipo de
sistema (Ingenieria, Biologia, Medicina, Economia...) y de su mecanismo de funcio-
namiento. Esta fase del control es fundamentalmente tecnolégica y puede involu-
crar diversas areas de la Ingenieria: quimica, electrénica, mecanica, aeronautica,

19
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Figura I.1: Las tres fases del problema general de control.

y de las otras disciplinas. Asimismo, en la implementacion y aplicacién del contro-
lador sobre el sistema dindmico, también es importante la Informatica, dado que
usualmente se ejecuta en un microprocesador, computadora o elemento similar.

La interaccion con el sistema dinamico a controlar se realiza a través de sefiales
fisicas dentro de un esquema realimentado. Las entradas al experimento se aplican
por medio de los actuadores, que modifican el comportamiento del proceso o sistema
fisico. Asimismo, es esencial registrar las sefales que indican el comportamiento del
sistema, medidas a través de los sensores, las salidas del experimento. Finalmente,
un tema central es crear un modelo matematico del sistema a controlar, de modo
de poder trabajar con él y no directamente con el sistema fisico, al menos antes de
la implementacién. A lo largo de este libro, distinguiremos claramente los términos
modelo y sistema (o planta) como dos entes diferentes, aunque relacionados entre
si. Esta es la diferencia entre la imagen de la izquierda (sistema) de la figura I.1 y
la de mas a la derecha (modelo), que es una caricatura de esta tultima.

Es fundamental entender que ninguna de estas magnitudes se conocen con pre-
cision, ya que las acciones tanto de medir como de accionar sobre un sistema fisico
involucran errores y desconocimiento, a los que se llama ruido . Asimismo, existen
procesos externos que afectan al sistema, sus sensores y actuadores, a los que se
denomina genéricamente perturbaciones . Ademas, el modelo matematico, sea por
desconocimiento de los conceptos fisicos involucrados, por la complejidad del siste-
ma o por la falta de informacién sobre los mecanismos que intervienen, tiene una
importante cantidad de incertidumbre . El ruido, las perturbaciones y la incerti-
dumbre del modelo jugaran un papel central en la teoria del control, y en particular
en el desarrollo de este libro.

Veamos estos conceptos en el caso de un avién. Un ejemplo de ruido es la impre-
cision con que se mide la inclinacién de un avién mediante un giréscopo (sensor) o el
error que se comete al accionar un alerén (actuador) para inclinarlo de forma aerodi-
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Capitulo I. Planteo conceptual

namica. A su vez, los vientos laterales sobre el avién son ejemplos de perturbaciones
y su modelo matematico adolece de incertidumbre debido fundamentalmente a los
efectos aerodinamicos y dinamicos que no pueden calcularse de forma exacta.

Para trabajar de forma rigurosa en el problema, no se debe recurrir al método
de “prueba y error” para el disefio del control, por diversas razones. En la mayo-
ria de los casos puede llegar a ser sumamente engorroso y en muchas situaciones
resulta peligroso o costoso actuar directamente sobre el experimento sin saber de
antemano cudl sera su respuesta, e.g. aeronaves, centrales nucleares, plantas qui-
micas. El enfoque mas eficiente y seguro consiste en modelar (matematicamente)
y/o acotar tanto el proceso dindmico como las perturbaciones, errores, ruidos y la
incertidumbre. Esto nos lleva a la segunda fase del problema.

2. Simulacion

La fase de simulacion consiste en obtener un modelo matematico del proceso
fisico representable en computadora. En esta representacion computacional es ne-
cesario asumir ciertas hipétesis que simplifiquen el problema y definir las variables
de entrada y salida del sistema que seran representadas. La ventaja evidente es que
los ensayos y el analisis ya no se realizan sobre el experimento, sino sobre su sim-
plificacién computacional o simulacién. Esto permite probar diferentes situaciones,
incluso fallas de diversa indole, sin consecuencias de costos (o de vidas).

También existe la posibilidad de combinar una representacion computacional
con elementos fisicos del sistema en cuestion, a lo que se denomina Hardware-in-
the-loop (HiL) o en general el reciente concepto de digital twin . La idea general es
tener la representacion mas fiel posible, que no involucre los elementos peligrosos,
costosos o en muchos casos imposibles de probar de forma directa. Un ejemplo de
un simulador HiL es el modelo de ingenieria de un satélite, que esta formado por
los componentes mecéanicos, electrénicos y térmicos del satélite, conectados a un
modelo matematico de la 6rbita y los campos gravitacional y magnético de la Tierra,
simulados en una computadora.

El modelo computacional se obtiene de un modelo matematico general que a su
vez surge de las leyes fisicas que gobiernan el proceso, o de un procedimiento de
identificacién de modelos [2, 3, 4] que puede estar seguido de un proceso de valida-
cién’® [6]. Es importante resaltar que el modelo computacional, al no ser el sistema

LEn realidad el término correcto deberia ser (in)validacién, ya que desde una perspectiva epis-
temoldgica [5], una teoria cientifica (0 un modelo) puede no haber sido invalidada, pero no puede
asegurarse que sea valida. Esto ultimo implicaria que la teoria (o el modelo) tendria la capacidad de
producir todos los datos experimentales pasados, presentes y futuros. Lo dnico que puede asegurarse
con certeza es cuando se detecta que la teoria (o el modelo) es invalido.
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real, representa una aproximacién conveniente con la cual trabajar que trata de te-
ner la mayor precisién posible, dentro de los limites de la complejidad del sistema
fisico. Por supuesto, las conclusiones que se saquen dependen del rango de validez
de dicho modelo. Las disciplinas involucradas estaran relacionadas con la dinamica
del sistema real, lo cual puede involucrar especialidades como la Fisica, Quimica,
Biologia, Medicina, Economia, etc. Sin embargo hay un comin denominador, cual-
quiera sea la dinamica a tratar, que involucra las areas de modelizacién, identifi-
cacion y validacién de sistemas dinamicos y también de optimizacién. Asimismo, es
fundamental en cada caso el analisis de los problemas numéricos y el desarrollo de
un software eficiente que permita ejecutar la simulacién en tiempo real, en el caso
que esta sea necesaria.

En esta etapa se busca obtener la mejor aproximacién al sistema fisico dentro
de su rango de utilizacién, es decir, solo para las sefiales involucradas y dentro de
los margenes del sistema real. En particular, deben definirse las entradas y salidas
del sistema a tratar y de esa manera especificar qué parte de su dinamica estara
representada en la simulacién. Como ejemplo, el modelo computacional del eje lon-
gitudinal de un avién puede ser excelente para describir el comportamiento de dicho
eje en el sistema real, pero no podra ser usado para analizar los gradientes térmicos
en el timén de profundidad debidos a rafagas de viento. Las limitaciones por la com-
plejidad del modelo matematico que a su vez dara origen al modelo computacional,
estan en la velocidad y la precisién del cémputo.

Tanto en las simulaciones fuera de linea (off-line) y especialmente en las de
tiempo real (on-line), el costo computacional estara dado por el tiempo de simula-
cién. Esto determina un compromiso entre la complejidad del modelo computacional
y el tiempo de computo. Ademas, la utilizacién de modelos matematicos muy com-
plejos limita las herramientas de diseino o de analisis de controladores.

De lo anterior se desprende que para poder obtener un procedimiento de disefio
de un controlador a partir de un modelo matematico, se impone una nueva simpli-
ficacion (ver figura 1.1). Esta se hara a costa de nuevas hipétesis, de las cuales se
obtendra un modelo mas sencillo que podra ser evaluado con las herramientas ma-
tematicas existentes y a partir del cual se podra disenar y computar un controlador
que satisfaga las especificaciones de disefio. Estos modelos se denominan modelos
orientados al control (control-oriented?) y esto nos lleva a la tercera fase del proble-
ma.

2A 10 largo de este libro usaremos en muchas ocasiones siglas que provienen del inglés, dado su uso
generalizado en esta area del conocimiento.

22



Capitulo I. Planteo conceptual
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Figura 1.2: Obtencién de modelos LTI en problemas practicos.

3. Teoria

En esta fase del problema se busca simplificar suficientemente el modelo del sis-
tema fisico para poder utilizar herramientas matematicas que permitan diseinar y
analizar un controlador para él. Con este fin, se parte del modelo dindmico utilizado
en la simulacién y se lo simplifica hasta llegar a un conjunto finito de ecuaciones
diferenciales lineales y de coeficientes constantes, denominados usualmente LTI.
Esto se debe a que los resultados mas usuales de la teoria de control y que poseen
herramientas de célculo bien establecidas, tratan con este tipo de modelos simplifi-
cados.

Por supuesto, la naturaleza no es sencilla de representar matematicamente y
un modelo completo y preciso resulta en general bastante complicado. Hay diversas
técnicas para obtener modelos matematicos, como los que se usan en simulacién, a
partir de sistemas dindmicos. La primera es a partir de las ecuaciones de la fisi-
ca que describen su dinamica, como es el caso de las ecuaciones de Newton-Euler,
que explican muchas aplicaciones interesantes, e.g. estructuras mecénicas, avio-
nes, satélites, robots. La segunda es por medio de la metodologia de identificacion e
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(in)validacién de sistemas, como es el caso de procesos quimicos o biolégicos que por
su complejidad resultan dificiles de modelar por leyes conocidas. A lo largo del libro
mencionaremos nuevamente ambos procedimientos, pero su explicacion detallada
excede el contenido de este texto.

Estos modelos obtenidos, sea por las leyes de la fisica o por identificacién, gene-
ralmente son Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODE) no lineales o Ecuaciones
en Derivadas Parciales (PDE), estas ultimas también denominadas de dimensién
infinita. Existen métodos para linealizar las ecuaciones no lineales (ver capitulo II)
o para aproximar las PDE por ecuaciones de dimension finita. No entraremos en
estos detalles, pero el proceso puede ejemplificarse en el grafico de la figura 1.2.

Claramente al aplicar los procedimientos de linealizacién o de aproximacién se
introducen simplificaciones que no contemplan algunos comportamientos del sis-
tema. Esta dinamica residual que se deja de lado se denomina incertidumbre del
modelo y forma parte fundamental del desarrollo de la teoria de control a partir
de la década del 80. El tratamiento que se hara aqui de los modelos para disefio de
controladores tiene en cuenta este comportamiento desconocido que queda separado
del modelo nominal (LTI) y lo agrega como incertidumbre (ver diagrama en bloque
al final de la figura 1.2).

4. Ejemplo

Las tres etapas descriptas no son independientes entre si, sino que estan es-
trechamente relacionadas (ver figura I.1). Ninguna de ellas es menos importante
que la otra y la solucién del problema de control, desde su fase abstracta tedrica,
hasta la concrecion e implementacion del controlador que efectivamente regule el
proceso, depende de estas tres etapas. Asimismo, cada fase tiene sus limitaciones y
conveniencias.

Por ejemplo, en la etapa experimental se trabaja directamente sobre el sistema
real, pero no es posible elaborar ninguna estrategia de control adecuada o anali-
sis general a partir solamente de las sefiales de entrada y salida, como indicamos
antes. De forma similar, a pesar de la conveniencia de contar con un modelo compu-
tacional para simular, este solo sirve como primera verificacién de que el proceso
funciona una vez disefiada la estrategia de control, pero la prueba experimental
final es inevitable. Finalmente la etapa tedrica puede producir condiciones fuertes
(necesarias y suficientes) de analisis que sirven para el disefio adecuado del contro-
lador, pero estan basadas en hipétesis simplificadas que quiza no se cumplan. Por
lo tanto, el controlador debera ser verificado en la simulacién y experimentalmente
para estar seguros de los resultados.

Un ejemplo tipico de estas tres fases se da en el disefio de controles para aero-
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Figura 1.3: Ejemplo de las tres fases del problema de control para el caso de un
avién experimental.
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naves, como se indica en la figura 1.3. Partiendo de las ecuaciones de la mecénica
clasica, se desarrolla el conjunto de ecuaciones no lineales que describen la orienta-
cién de la aeronave, tomando algunas hipétesis simplificativas, como las de cuerpo
rigido y simetria del sistema [7, 8], entre otras. Esta sera la estructura matemati-
ca que se utilizara como modelo computacional en la simulacién. Seguidamente se
procedera a realizar la identificacién de parametros de este modelo frente a datos
reales del avion. Nuevamente se utilizan otro grupo de datos experimentales para
(in)validar el modelo y sus parametros de modo que el ajuste con el experimento
tenga el menor error posible. Este modelo sera el simulador que servira para las
pruebas preliminares.

A continuacion este modelo sera linealizado en una grilla de condiciones de vuelo
(altura de vuelo, velocidad, 4ngulo de ataque), denominados puntos de trabajo. Para
cada uno se calcula un modelo LTI y se disefia un controlador LTI, que sera eficaz
en el entorno de ese punto de trabajo. Durante el vuelo, se conmuta de un controla-
dor al siguiente de acuerdo al valor instantéaneo de la condicién de vuelo, que sera
medido en tiempo real por los instrumentos del avion (altimetro, GPS, sistema de
navegacion). Esta técnica se denomina planificacion de ganancias (gain-scheduling)
y es la mas usada en sistemas aeronauticos. Esta es la etapa denominada teérica.

Una vez disefiado el conjunto de controladores en la etapa tedrica (mas a la de-
recha en la Fig. 1.1), se pasa a la siguiente fase. Alli se verifica que la estabilidad
y la performance (o desempefio) sobre la simulacién computacional de cada uno de
los controles sea la adecuada. Es muy importante sobretodo la garantia de estabili-
dad durante el pasaje de una condicién de vuelo a la siguiente. Una vez verificado
exhaustivamente este paso, se implementan los controles y sus mecanismos de con-
mutacion entre puntos de trabajo en la computadora de vuelo del avién para realizar
el ensayo de vuelo final con un piloto de pruebas. El piloto indica las posibles falen-
cias del controlador en las distintas condiciones de vuelo, e.g. respuesta demasiado
lenta o excesivamente abrupta, vibraciones, etc. Esto implica la posibilidad de vol-
ver a las etapas anteriores, corregir y nuevamente recorrer las mismas etapas. En
algunos casos puede implicar mejorar alguno de los modelos lineales o incluso in-
troducir dindmicas no contempladas inicialmente, como por ejemplo fenémenos de
vibracion, anisoelasticidad o asimetrias en el modelo (ver [9, 10, 11]).

B. Pongamos todo esto en perspectiva

La ingenieria de control ha tenido un enorme impacto en nuestra sociedad. Co-
mo muestra podemos citar las palabras de Wilbur Wright (1901):
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N2 de entradas/salidas SISO MIMO
Dependencia c/variables Lineal No lineal
Dependencia c/tiempo Estacionario No estacionario
Variable tiempo Continuo Discreto
Estructura Entrada-Salida Espacio de estados
Parametros Concentrados (ODE) | Distribuidos (PDE)
Descripcion del sistema Modelo nominal Familia de modelos

Tabla I.1: El “bosque” completo de sistemas dindmicos y modelos matematicos.

= Sabemos cémo construir aeroplanos y motores.

s No saber cémo equilibrar y maniobrar es lo que desafia a los estudiosos del
problema de vuelo.

= Cuando esta tunica dificultad sea resuelta, la era del vuelo habrd arribado,
ya que las demds dificultades son de menor importancia.

Los hermanos Wright resolvieron cémo equilibrar y maniobrar el Flyer I y lo volaron
el 17 de diciembre de 1903. Esta dificultad finalmente fue estructurada en lo que
hoy se conoce como teoria del control automatico, cuyos conceptos principales se
encuentran en este libro. Esta tecnologia ha sido llamada en ocasiones la tecnologia
fantasma, ya que esta presente en diversas aplicaciones, pero oculta para el publico
en general.

Los comienzos del desarrollo de la teoria de control se remontan a la década
del 40. Los métodos iniciales, denominados de control clasico [12, 13, 14] han sido
eficaces para resolver algunos de los problemas mencionados anteriormente. Ain
hoy, muchos problemas de control son analizados y resueltos siguiendo estos senci-
llos procedimientos. Muchas veces los disefios de controladores se hacen sin contar
con un modelo matematico del sistema a controlar, como el tradicional Proporcional
Integral Derivativo (PID). Otras veces se utiliza un modelo sencillo cuyas caracte-
risticas principales son las siguientes:

= Modelo de una entrada y una salida (SISO), descripto por una ecuacion dife-
rencial lineal de parametros constantes y usualmente de 29° orden.

= El rendimiento, desempeio o performance (como usualmente se conoce) del
sistema esta especificada en el dominio del tiempo (tiempos de respuesta, de
establecimiento y sobrepico). Por ser de 29° orden, esta puede ser facilmen-
te "traducida” al dominio de la frecuencia (ancho de banda y sobrepico en el
diagrama de Bode).
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= Anailisis robusto frente a incertidumbres del modelo basado en margenes de
fase y de ganancia.

Pasar con facilidad del dominio del tiempo al de la frecuencia como descripcién
de los modelos permite tener una mejor intuicién sobre los conflictos y compromisos
en el disefio de un sistema a lazo cerrado. Ademas, la conveniencia de trabajar en
el dominio de la frecuencia ha sido uno de los legados fundamentales del control
clasico a las teorias de control actuales. Las medidas de "robustez” (margenes de
fase y ganancia) se basan en simplificaciones “optimistas” de la incertidumbre en el
modelado. Para el disefio de controladores se ha utilizado el lugar de raices (root-
locus), que no es generalizable al caso de sistemas de MIMO. Los nombres de Bode,
Nyquist, Evans y Nichols entre otros estan asociados a estos primeros pasos en la
teoria de control [15, 16].

A pesar de que esta metodologia obtuvo buenos resultados en muchas situacio-
nes, el proceso de prueba y error y la sobresimplificacién del sistema fisico hace a
estos procedimientos ineficaces para sistemas mas complejos y con especificaciones
mas restrictivas. A finales de la década del 50 surge la descripcion de sistemas me-
diante variables de estado. Basicamente estos modelos permiten tratar en forma
equivalente a sistemas SISO y a MIMO [17, 18]. El rapido surgimiento de compu-
tadoras cada vez mas veloces, orienta el disefio hacia métodos directos y algoritmi-
cos en oposicion a los de prueba y error utilizados anteriormente. La teoria se vuelve
matematicamente mas elegante aunque también menos intuitiva. La pregunta de
diseio tradicional ;puede el sistema cumplir con las especificaciones? se modifica y
pasa a ;qué es lo mejor que se puede lograr con este sistema?, lo que dio lugar al
concepto de optimizacion y a los controladores 6ptimos. La descripciéon por varia-
bles de estado y la optimizacién, son los legados de esta época, ya que este tipo de
modelos son los que internamente opera la computadora. Los nombres de Kalman,
Bucy, Pontryagin, Brockett y Luenberger figuran entre los mas prominentes de este
periodo, conocido como control moderno [18, 19, 20, 21, 22, 23].

El anterior fue un paso importante hacia una teoria que permita tratar situa-
ciones mas complejas. Sin embargo, el problema de un disefio robusto frente a las
incertidumbres realistas del modelo siguié sin ser resuelto de forma cuantitativa
[24, 25]. Los desarrollos en control automético en las décadas del 40 al 70 conside-
raban mediciones y modelos perfectamente conocidos, lo cual sabemos no ocurre en
la realidad. El concepto de robustez frente a la incertidumbre en el modelado y las
perturbaciones empezé a cobrar mayor importancia, de lo cual surgié en la década
del 80 el control robusto. Aqui los nombres fundamentales que inician esta area son
Doyle, Morari, Safonov y Glover, entre otros [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32]. Este sera un
tema central de este libro.

Asimismo, desde mediados de los 70 comenzé a desarrollarse el enfoque alge-

28



Capitulo I. Planteo conceptual

braico aplicado a los sistemas de control, a partir del trabajo de Youla y colegas en
1976 [33, 34]. Este esquema no solo conecta los modelos en variables de estado con
las funciones de transferencia [35], sino que ademas presenta una formula que para-
metriza todos los controles que estabilizan un determinado modelo LTI [33, 34, 36].
Esta metodologia permite ademas ser utilizada en modelos SISO, MIMO, de tiempo
continuo, discreto y sera también tratada en este libro como herramienta de disefio.
Actualmente el campo del control automatico es muy amplio y sigue muy activo
no solo por el desarrollo de nuevos paradigmas sino por la expansién a sistemas
cada vez mas complejos. Un ejemplo ilustrativo de esto tltimo es la Tabla 1.1, que
da una visién global del "bosque"de posibles sistemas y modelos matematicos que
los describen. Asimismo, ha habido un surgimiento de nuevas y novedosas aplica-
ciones, especialmente en las areas de Biomedicina, Neurobiologia, Nanotecnologia,
Tecnologia vehicular, Ingenieria del software, Aeroespacio y Energia [37].

29






CAPiTULO I
MODELOS DE SISTEMAS DINAMICOS

Como se mencioné anteriormente, ya sea en la etapa de simulacién o para el
desarrollo teérico, resulta necesario contar con un modelo matematico de la planta
que se desea controlar. Este modelo busca capturar el comportamiento dindmico del
sistema. Dependera de la necesidad del/a disefiador/a tener una descripciéon exhaus-
tiva del sistema fisico en contraposicion con la complejidad del modelo, tanto para
el estudio tedrico como para la implementacién computacional. Tratar de obtener
un modelo matematico que perfectamente replique el sistema real es un esfuerzo
en vano. Todo modelo es, entonces, una versién aproximada del proceso real®.

A. Funciones de Transferencia

Los modelos LTI que se tratan aqui siempre pueden representarse por medio de
una ecuacion diferencial ordinaria ODE de la forma:

d"y(t) d" 1y d™u(t)
arr TOn gt T ay=bn =g

+---+boul(t)

Las sefiales temporales u(t) e y(¢) caracterizan a las entradas y salidas del modelo,
respectivamente.

Considerando que el modelo parte de una situacién de reposo, si se aplica la
transformada de Laplace a ambos lados de la expresion, puede convertirse en una
ecuacion algebraica de la forma:

S"Y(S) + an_18" "1y(8) + ... + @0Y(S) = by s™u(S) + ... + bouls),

LA 1o largo de este libro utilizaremos para el sistema real la terminologia sistema o planta, de forma
equivalente. Esto procede histéricamente del area de control de procesos quimicos.

31



FUNDAMENTOS DEL CONTROL LINEAL ROBUSTO

donde se utiliza como notacién y(s), u(s) para representar las transformadas de
Laplace de u(?), y(t), respectivamente, quedando diferenciadas por las variables de
las cuales dependen. Esto puede expresarse como

y(s) = g(s)uls), g(s)= G
ns) = byus™+..+bg
ds) = s"+ap-18" '+..+ag

La funcién g(s) que relaciona la entrada con la salida, se define como funcion de
transferencia del sistema.

Ciertas propiedades de gran importancia de g(s) son aquellas que nos van a dar
informacion del comportamiento del modelo. Los ceros del sistema son las raices de
n(s), y sus polos, las raices de d(s). El grado relativo es la diferencia de los grados
n —m entre el numerador y denominador. Si m < n, la funcién de transferencia es
propia y es estrictamente propia si m < n. Se llama funcién de transferencia
impropia cuando m > n y bipropia si m = n.

En muchos casos la funcion de transferencia g(s) es una funcién racional, i.e.
cociente de polinomios, por ejemplo cuando aparece ligada a sistemas LTI finito-
dimensionales. En ciertos casos la funcién de transferencia puede estar definida,
pero no ser racional. Este es el caso del Ejemplo I1.5 para el cual 1a relacion entre la
entrada y la salida esta dada por y(¢) = u(¢ — 1), para un retardo 7 > 0 fijo. Tomando
la transformada de Laplace en ambos miembros, y considerando u(¢) = 0 para todo
t <0, se tiene:

y(s) f u(t—1)e tdt = f u(h)e Mg p = 77 f u(h)e *"dh
0 0

-7
= e Tu(s),

realizando el cambio de variable A = ¢ — 7. En este caso la funcién de transferencia
es g(s)=e"*
sistema finito-dimensional (ver capitulo VII).

T, que no es una funcién racional, debido a que un retardo no es un

1. Matrices de transferencia

Si bien se supondra que los sistemas que se trataran en este libro tienen una en-
trada de control y una salida (SISO), veremos que como parte del lazo de control es
importante considerar otras entradas y salidas. Por ejemplo, entradas provocadas
por perturbaciones o la accién de control tomada como salida. Es por esto que re-
sulta necesario considerar matrices de transferencias. El siguiente ejemplo permite
comprender la idea y su utilidad.
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R,

Figura II.1: Circuito con dos entradas de corriente y dos salidas de tension.

Ejemplo I1.1 Supongamos que se cuenta con el circuito de la figura I1.1, que puede
ser descripto por las siguientes ecuaciones:

U1  U1—02

iiT = —+——= 2.1)
Ry Ro
. g U1—V2
ig = ——-———= 2.2)
sC Ry ’
o0 en formato matricial:
Ri+Ry 1 Ri+Ry 1 -1
[il(s) | BB Re frpi(s)]  [uals)] | FeBe R i1(s)
i2(s) 1 Ryxsc | Lv208)]  lvals) 1 RytsC i2(s)]
“R; sCRy L "Ry sCR,
2(s)

La matriz de impedancia del circuito Z(s) contiene en cada una de sus compo-
nentes Z;(s) una funcion de transferencia racional, que relacionard la entrada j con
la salida 1.

Plantear el problema de esta forma simplifica el andlisis. Supongamos por ejem-
plo que la salida i = 2 se pone en corto circuito, es decir ve = 0, entonces debe resol-

verse el sistema:
Z11(s)  Z1a(s)
Zo1(s) Zga(s)

i1(s)
i2(s)

v1(s)
0

’

de donde se obtiene Z9111+Z99ia=0 = ig9= —Z2‘21Z21i1, y por lo tanto
vi=Z1ui1+Z12i2=(Z11 —Z12Z2_21221) i1

La matriz (Z11 —Z12Z2_21Z21) se conoce como complemento de Schur de la matriz
Z(s), o también suele llamarse la matriz de cortocircuito, justamente porque permite
estudiar qué sucede con uno de los puertos cuando los otros se ponen en corto circuito.
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