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			Introducción




			Las matemáticas han estado relacionadas con el arte desde la antigüedad. No es difícil encontrar ejemplos de la utilización de la simetría, las teselaciones, la perspectiva, las formas geométricas o las proporciones en la pintura, la escultura, la arquitectura, las artes decorativas, la música y, en general, en todas las artes. Aunque podría afirmarse que esa relación ha sido principalmente geométrica y, en cierta medida, de tipo técnico. Sin embargo, con la llegada de las vanguardias y del arte abstracto a principios del siglo XX, la ciencia de Pitágoras empezó a jugar un papel cada vez más relevante en dos dimensiones distintas a la anterior, como fuente de inspiración y como herramienta en el proceso creativo del artista. 

			Uno de los primeros ejemplos modernos de las matemáticas como fuente de inspiración fue la cuarta dimensión. Esta fue un símbolo de liberación y fuente de nuevas ideas para las vanguardias, en particular, para los cubistas, que se apoyaron en ella para romper con la perspectiva renacentista. Como decía Pablo Picasso: “Yo pinto los objetos como los pienso y no como los veo”. La cuarta dimensión formó parte del arte de artistas como Pablo Picasso, Mar­­cel Duchamp, Jean Metzinger, Kazimir Malévich o Salvador Dalí, y de movimientos artísticos como el cubismo, el futurismo, el suprematismo, el movimiento De Stijl o el surrealismo (véase Ibáñez, 2010). 

			Pero fue el teórico del arte y pintor ruso Vasili Kandinsky quien propuso que las matemáticas tuvieran un mayor protagonismo en el proceso creativo del artista. Como recogía el diseñador y artista suizo Max Bill en su extraordinario ensayo El pensamiento matemático en el arte de nuestro tiempo (1949), Kandinsky postuló, en su libro Sobre lo espiritual del arte (1912), “las premisas de un arte en el cual la imaginación del artista sería reemplazada por la concepción matemática”.

			Kandinsky no llevó a la práctica su revolucionaria propuesta, aunque esta sí caló en otros artistas abstractos, en particular, en los artistas que formarían parte del llamado movimiento del arte concreto, uno de cuyos principales representantes fue Max Bill. En 1930 un grupo de artistas, liderados por el pintor, poeta y arquitecto neerlandés Theo van Doesburg, fundador junto al pintor neerlandés Piet Mondrian de la revista y el movimiento asociado De Stijl, publicaron el manifiesto del arte concreto, en el que se ponían las bases de un arte que rompiera con las interpretaciones y preferencias del artista y basado en las matemáticas. Los seis puntos fundamentales del mismo eran:

			
					El arte es universal.

					Una obra de arte debe ser concebida y moldeada enteramente en la mente del artista antes de su realización. Y no debería recibir nada de la naturaleza, de la sensualidad o del sentimentalismo. Queremos excluir el lirismo, el drama, el simbolismo, etcétera.

					La pintura debe ser enteramente desarrollada con elementos puramente plásticos, como superficies y colores. Un elemento pictórico no tiene ningún significado más allá de “él mismo”; por tanto, una pintura no tiene ningún otro significado que “ella misma”. 

					La construcción de una pintura, así como sus elementos, debe de ser simple y visualmente controlable.

					La técnica para pintar debe ser mecánica, es decir, exacta, antiimpresionista.

					El esfuerzo por la claridad debe ser absoluto.

			

			Los autores del manifiesto dejaron constancia, a través de los artículos que acompañaban a los seis puntos fundacionales y que explicaban toda la filosofía del arte concreto, que la herramienta para alcanzar tales fines eran las matemáticas. 

			Las ideas del arte concreto, herederas de la reflexión revolucionaria de Kandinsky, tuvieron un enorme impacto en el arte de los siglos XX y XXI, en particular, en movimientos relacionados con la abstracción geométrica, como el constructivismo, el minimalismo, el movimiento fluxus, el arte conceptual, el arte sistemático o el arte óptico, entre otros.

			El objetivo de este libro es analizar, mediante ejemplos concretos, la forma en la que el arte contemporáneo ha utilizado las matemáticas como herramienta de creación artística, siguiendo la filosofía que se inició con el arte concreto. Con este fin se han seleccionado cinco ramas de las matemáticas: geometría, topología, álgebra, combinatoria y matemática recreativa, aunque podrían haberse considerado también otras ramas como análisis matemático, probabilidad o teoría de números. Dentro de cada una de esas cinco ramas se ha elegido uno o varios tópicos, el teorema de Pitágoras (geometría), la banda de Moebius (topología), los grupos algebraicos y la teoría de matrices (álgebra), las permutaciones y combinaciones (combinatoria) y los cuadrados mágicos y latinos (matemática recreativa), para los cuales se han estudiado algunas de sus propiedades matemáticas y el uso que ha hecho el arte contemporáneo de ellas. 

			Entre los artistas que aparecen en este libro están los artistas concretos Max Bill, Richard P. Lohse, Horst Bartnig, Aurelie Nemours, Irene Schramm-Biermann y Viktor Hulik; el artista surrealista Salvador Dalí; los artistas conceptuales Sol LeWitt y Mel Bochner, los artistas minimalistas Carl André, Esther Ferrer, Tom Johnson y José María Cruz Novillo; las artistas neoconcretas Lygia Pape y Lygia Clark; los artistas constructivistas británicos Kenneth y Mary Martin, John Ernest, Peter Lowe, Jean Spencer; otros artistas abstractos como Paul Klee, Anni Albers, Marlow Moss, Aase Texmon Rygh, Karl Gerstner, Richard Kostelanetz, Paul Heimbach, José Ramón Anda y José María Yturralde; el fundador del videoarte Nam June Paik; los artistas algorítmicos Frieder Nake y Vera Molnár; el artista marginal George Widener, o artistas más matemáticos como Crockett Johnson, John Robinson, Helaman Ferguson, Keizo Ushio, Marion Drennen, Margaret Kepner y Susan Cooper, entre muchos otros.





			Capítulo 1

			Geometría: el teorema de Pitágoras







			Creo que es posible desarrollar ampliamente un arte basado en el pensamiento matemático. Contra esta opinión se plantearon enseguida fuertes objeciones. Se afirma que el arte nada tiene que ver con las matemáticas, y que estas son una materia árida, no artística, una cuestión puramente intelectual, que es contraria al arte. Para el arte, solo el sentimiento es importante y el pensamiento es perjudicial. Ninguno de los dos puntos de vista es correcto, porque el arte necesita por igual del sentimiento y del pensamiento.

			Max Bill, El pensamiento matemático en el arte 
de nuestro tiempo, 1949







			La geometría es, sin lugar a dudas, la rama de las matemáticas que ha tenido una mayor relación con el arte desde la antigüedad. Además, continúa siendo un elemento fundamental en el arte contemporáneo, tanto como fuente de inspiración como herramienta de creación artística. Muchos son los conceptos, teoremas o teorías geométricas que han interesado a los artistas con la llegada de las vanguardias y, en particular, de la abstracción geométrica, desde la cuarta dimensión o las geometrías no euclídeas (véanse Ibáñez, 2010; Henderson, 1983), hasta teoremas como el de Napoleón o el de Morley, pasando por las teselaciones modernas, las disecciones geométricas, los rompecabezas matemáticos o las curvas y superficies, que han surgido de las nuevas teorías de la geometría. 

			En este capítulo, a modo de ejemplo ilustrativo, se analiza cómo el mayor símbolo de la geometría, y de todas las matemáticas, el teorema de Pitágoras, ha sido utilizado por grandes artistas plásticos de los siglos XX y XXI. En particular, se hace hincapié en su importancia para una de las figuras claves de la abstracción geométrica, el artista Max Bill, máximo representante del arte concreto. 

			1.1. El teorema de Pitágoras y sus demostraciones

			El teorema de Pitágoras no solo es uno de los resultados más antiguos e importantes de la geometría, sino que además se trata del enunciado matemático más conocido y popular, que se ha convertido en un símbolo de todas las matemáticas, tanto las escolares como las no escolares.

			El teorema que lleva el nombre del gran filósofo y matemático griego Pitágoras (c. 569-500 a. n. e.) dice así: “Dado un triángulo rectángulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos”. La famosa expresión a2 + b2 = c2, siendo a y b los catetos y c la hipotenusa. 




			Figura 1.1

			Esquema básico del teorema de Pitágoras, 
que relaciona los cuadrados de los 
lados a, b y c con las áreas de los cuadrados 
construidos en los lados del triángulo rectángulo
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De hecho, dice algo más: también es cierto el recíproco, es decir, que “dado un triángulo para el cual el cuadrado de uno de los lados es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, entonces es un triángulo rectángulo”, como el triángulo de lados 3, 4 y 5.

			Esta proposición fue atribuida a Pitágoras por diferentes fuentes de la propia Grecia, como los historiadores Plutarco (c. 46-120) y Diógenes Laercio (siglo III), el escritor Ateneo (siglos II-III) o el filósofo Proclo (412-485). Diógenes Laercio recoge en su Vida de filósofos que Pitágoras sacrificó una hecatombe (cien bueyes, del griego hekatón –‘cien’– y bus –‘buey’–) cuando descubrió su famoso teorema. Aunque sea una anécdota ficticia, nos ofrece una idea de la importancia que le concedían entonces. Por este motivo en la Edad Media era conocido como Inventum hecatombe dignum. Aunque en esa época también se conocía como Magister matheseos, debido a que para ser docente se solía exigir un conocimiento destacado de él, e incluso que el candidato presentase una nueva demostración. 

			Sin embargo, el teorema de Pitágoras ya era conocido en antiguas civilizaciones como Babilonia, Egipto, India o China. La tablilla babilónica Plimpton 322 (c. 1800 a. n. e.) contiene una lista de ternas pitagóricas, es decir, números naturales (a, b, c) satisfaciendo la ecuación a2 + b2 = c2, mientras que la tablilla Si.427 (1900-1600 a. n. e.) es una prueba de que ya fue utilizado en agrimensura para establecer ángulos rectos. Con el mismo fin, los egipcios utilizaban a modo de cartabón el triángulo de lados 3, 4 y 5 —conocido como triángulo egipcio—. En la India, los Sulvasutras (siglos VIII-II a. n. e.), que eran manuales con la geometría necesaria para la planificación de templos y la construcción de altares, incluían ternas pitagóricas, como (5, 12, 13), que da lugar al llamado triángulo indio, para tal fin. Por otra parte, el tratado chino Aritmética clásica de gnomon y estudio de las órbitas circulares en el cielo (escrito durante la dinastía Han, 202 a. n. e.-220) contiene una prueba geométrica del resultado pitagórico para el triángulo particular de lados 3, 4 y 5, mientras que en Nueve capítulos sobre el arte matemático (c. 250 a. n. e.) se recogen también listas de ternas pitagóricas.

			La gran aportación de Pitágoras fue el estudio y la demostración de esta propiedad geométrica en su forma general. De esta manera quedaba establecido el teorema de Pitágoras como una verdad firme, universal e incuestionable, fruto de la existencia de una prueba matemática y no como consecuencia únicamente de la experimentación mediante ejemplos particulares. De hecho, la demostración es uno de los pilares de las matemáticas y su joya más preciada cuenta con cientos de ellas1, algunas de las cuales serán mostradas en este capítulo.

			Se ha asociado siempre la demostración original de Pitágoras con la siguiente prueba geométrica-visual basada en una serie de figuras móviles (figura 1.2), cuatro copias del triángulo rectángulo (a, b, c) y tres cuadrados de lados iguales a los catetos a, b y la hipotenusa c del triángulo, y en la comparación de las áreas de los dos diagramas que se forman con ellas. 
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Sin embargo, muchos historiadores son de la opinión de que la demostración pitagórica se basaría en su propia teoría de las proporciones (véanse dos posibles pruebas en Urbaneja [2001]).

			Aunque la demostración del teorema que ha trascendido desde la matemática griega ha sido la que aparece en la gran obra Los Elementos del matemático griego Euclides (c. 325-265 a. n. e.), el libro de texto de matemáticas por antonomasia durante más de dos mil años. Una prueba muy elegante, con un sencillo razonamiento geométrico de áreas, triángulos y cuadrados. La idea básica es que todos los triángulos con la misma base e igual altura tienen la misma área, que además es la mitad de la de los paralelogramos con esas mismas base y altura (figura 1.3).




			Figura 1.3
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La relación entre las áreas de los cuadrados apoyados en los catetos y la hipotenusa se deduce del esquema de la figura 1.4.




			Figura 1.4

			Esquema de la demostración de Euclides 
del teorema de Pitágoras
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Este es el argumento. El área del cuadrado CBFG es el doble del área del triángulo ABF, ambos con la misma base y altura. Además, como FB = BC, BA = BE y el ángulo en B del triángulo ABF es igual al ángulo en B del triángulo BCE, entonces los triángulos ABF y BCE son iguales, luego también sus áreas. Más aún, el área del rectángulo EBJK es el doble del área del triángulo BCE. En conclusión, el área del cuadrado CBFG es igual al área del rectángulo EBJK. Y con un argumento paralelo se deduce que las áreas del cuadrado ACHI y del rectángulo ADKJ también son iguales. Con lo cual se concluye el resultado.

			La siguiente demostración, que se debe al monje, matemático y astrónomo hindú Bhaskara (1114-1185), es sencilla y de gran belleza. Consiste en descomponer el cuadrado de la hipotenusa c en cuatro copias del triángulo rectángulo (a, b, c) y un cuadrado de lado b – a, y reordenarlos para obtener una figura formada por la superficie de dos cuadrados de lados a y b (figura 1.5).




			Figura 1.5

			Demostración de Bhaskara del teorema de Pitágoreas
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Otra bella demostración del teorema de Pitágoras basada en una disección geométrica se debe al agente de bolsa y matemático aficionado británico Henry Perigal (1801-1898), que es la dada en la figura 1.6.




			Figura 1.6

			Demostración de Henry Perigal 
del teorema de Pitágoras

			[image: ]

			1.2. Una herramienta para el arte concreto de Max Bill

			Las ideas del artista neerlandés Theo van Doesburg (1883-1931) en su Manifiesto de arte concreto de crear un arte con las matemáticas como impulsoras de la creación artística, fueron recogidas, extendidas y popularizadas por el artista polifacético suizo Max Bill (1908-1994), que se convertiría en la figura central del arte concreto. Las formas y colores, esenciales en la abstracción geométrica de este movimiento artístico, tienen su origen no en un proceso de abstracción de la realidad o en los universos mentales del artista, como ocurre con otras abstracciones geométricas, sino en las matemáticas. 

			Pero las matemáticas utilizadas por el autor del texto El pensamiento matemático del arte de nuestro tiempo son cuidadosamente seleccionadas por él en beneficio de la composición plástica. Y utiliza matemáticas sencillas: figuras geométricas planas —polígonos, círculos y otras curvas— y espaciales —esferas y poliedros—, el hipercubo, la banda de Moebius, el teorema de Pitágoras o diferentes sucesiones de números, entre otras. Pero no se trata de un arte para visualizar las matemáticas, sino de que estas sean las generadoras de la obra plástica.

			Por lo tanto, no es de extrañar que Max Bill, quien centrara su trabajo en las posibilidades matemáticas del arte visual, tomara su mayor símbolo como un elemento generador de formas y colores en muchas de sus obras, ya desde la década de 1930. De esa década es, por ejemplo, Construcción con la fórmula a2 + b2 = c2 (1937)2. La riqueza geométrica del teorema digno de una hecatombe se transformará, de la mano de este artista concreto, en riqueza plástica. 
[image: ]
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Actividad 8. Las espirales de Baravelle.

Dibuja espirales de Baravelle para diferentes poligonos y dota de color a las zo-
nas triangulares (siguiendo las espirales o de forma libre), como han hecho al-
gunos artistas contemporaneos, entre ellos el constructivista aleman Kunibert
Fritz (1937) o la alemana Suzanne Daetwyler (1948), cercana al arte concreto.
Las espirales de Baravelle para un poligono de n lados se construyen tomando
los puntos medios de los lados del poligono y trazando segmentos rectos entre
puntos consecutivos, de manera que se forman n triangulos y un poligono de n
lados mas pequefio, todos ellos dentro de poligono inicial. Sobre el poligono mas
pequefo puede volverse a realizar la misma construccion y asi tantas veces como
se desee (véase la figura 1.22 para el cuadrado). Las n espirales surgen al empe-
zar a colorear en un triangulo exterior e ir coloreando un triangulo mas pequeno de
cada etapa, que esté en una posicion rotada (en el sentido de las agujas del reloj,
respectivamente en el sentido contrario) respecto al triangulo anterior.

Ficura 1.22
Espirales de Baravelle construidas
a partir del cuadrado, con seis pasos
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Actividad 7. Arboles de Pitagoras.

a) Dibuja, con el ordenador o a mano, y colorea el arbol fractal de Pitagoras que
se genera con un tridngulo rectangulo concreto (por ejemplo, el triangulo de
angulos de 30, 60 y 90 grados).

b) Construye diferentes variaciones del arbol fractal, como los arboles de tipo coni-
fera o semiconifera (si se intercambia alternativamente, o de forma mas desor-
denada, la orientacion del triangulo rectédngulo), o los que surgen al cambiar los
cuadrados por rectéangulos o los triangulos rectangulos por otros cualesquiera.

c) Convierte estas ideas, ayudado de la imaginacion, en tus propias obras de arte.
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Actividad 2. Taller de arte creativo.

a) Crea tus propias versiones de las obras de Max Bill y otros artistas que apare-
cen en este capitulo.

b) Da color a los diferentes diagramas geométricos asociados al teorema de
Pitagoras mencionados anteriormente.

¢) Juega con todo lo aprendido sobre el teorema de Pitagoras y su utilizacion como
herramienta de creacion artistica para crear tus propias obras de arte.
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Ficura 1.2
Antigua demostracion geométrica-visual del teorema
de Pitagoras atribuida al matematico griego
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Actividad 1. Demostraciones sin palabras.
Explica por qué los diagramas de Da Vinci y Garfield (figura 1.18) son demostra-
ciones visuales del teorema de Pitédgoras. Busca y explica otras demostraciones

visuales, como las de Michael Hardy, Annairizi de Arabia, Liu Hui, J.E. Béttcher,
Frank Burk o Poo-Sung Park.
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Actividad 4. Espirales pitagoricas.

Investiga la relacion de la obra de Max Bill titulada Construccion en 19 cuadrados
(1941) con el diagrama de la demostracion visual de Pitagoras y descubre los 19
cuadrados que la generan.
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Actividad 3. Descomposiciones triangulares.

La serigrafia Reflejos triangulares (1972), de Max Bill, esta formada por triangulos
generados al unir un vértice de un cuadrado con puntos igualmente espaciados
en un lado opuesto (como en la figura 1.19). Compara el area de los diferentes
triangulos.

Ficura 1.19

Reconstruccion en escala
de grises de la serigrafia
Reflejos triangulares (1972),
de Max Bill

Haz lo mismo para las obras Homenaje a San Lazaro (1975), 12 triangulos de
cantidades iguales en un cuadrado (1990) y Concentracion en sentido contrario
—verde, azul, morado— (1988).
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Actividad 6. Pitagoras en una caja rectangular.

La escultura Matematica Il (2008), del artista, empresario, periodista y editor es-
tadounidense Arthur Carter (1931), consiste en el diagrama basico del teorema
de Pitagoras encerrado en un rectangulo de forma que este tenga la minima su-
perficie posible y uno de sus lados se apoye en uno de los lados de uno de los
cuadrados de los catetos, como se muestra en la figura 1.21. La actividad consiste
en calcular la longitud de los lados del rectangulo.

El matematico Joel E. Cohen plantea calcular las dimensiones de un rectéangulo
similar al anterior, pero que ahora uno de sus lados se apoye en el lado exterior del
cuadrado de la hipotenusa (Cohen, 2012).
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Actividad 5. La espiral de Teodoro.

Dibuja la espiral de Teodoro, que han utilizado algunos artistas como el aleman
Gunther Brendel (1930), y que se construye de la siguiente forma. Para construir
esta espiral, que recibe el nombre del matematico griego Teodoro de Cirene (siglo
V a.n.e.), se parte de un triangulo rectangulo isésceles, de catetos de longitud 1,
luego su hipotenusa es /2 y sobre ella se apoya un triangulo rectangulo de cate-
tos iguales a V2 y 1. La hipotenusa de este triangulo es /3 y sobre ella se apoya
un nuevo triangulo rectangulo de catetos iguales a /3y 1. Y asi se continla para
obtener la espiral (figura 1.20), de forma que las hipotenusas tienen longitud vn
para el paso n-€simo.

Ficura 1.20
Espiral de Teodoro






